
Íåêîììóòàòèâíûå ñèììåòðèè

Íà ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû ðàññìàòðèâàëè ñåìåéñòâà ÷àñòíûõ ðåøåíèé, îïðåäåëÿå-
ìûõ ñòàöèîíàðíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ âûñøèõ ñèììåòðèé çàäàííîãî èíòåãðèðóåìîãî
óðàâíåíèÿ. Ìîãëî ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
àâòîìàòè÷åñêè îçíà÷àåò è èíòåãðèðóåìîñòü åãî êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé. Îäíàêî, âñå
íå òàê ïðîñòî. Ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè, îñòàâàëèñü èíòå-
ãðèðóåìûìè ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî îíè ñòðîèëèñü èç ñèììåòðèé, êîììóòèðóþùèõ äðóã ñ
äðóãîì. Ïðè ïåðåõîäå ê êîíå÷íîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ,
÷òî è îáåñïå÷èâàåò åå èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ. Âñå ïîðòèòñÿ, ñòîèò äîáàâèòü â
ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå õîòÿ áû îäíó ñèììåòðèþ, íå êîììóòèðóþùóþ ñ îñòàëüíûìè.
Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû áîëåå ñëîæíîé ïðèðîäû, õîòÿ êàêèå-òî
ñëåäû èíòåãðèðóåìîñòè ñîõðàíÿþòñÿ.

Ðåäóêöèè ÊäÔ ê ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

Íàïîìíèì, ÷òî â íà÷àëå êóðñà ìû èñêàëè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊäÔ

ut = uxxx + 6uux (1)

â âèäå áåãóùåé âîëíû u(x, t) = y(z), X = x− ct. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ïîíèæà-
åòñÿ: âìåñòî Ó×Ï âîçíèêàåò ÎÄÓ y′′′+6yy′+cy′ = 0. Îíî äîïóñêàåò ïîíèæåíèå ïîðÿäêà
äî ïåðâîãî

(y′)2 + 2y3 + cy2 + c1y + c2 = 0 (2)

è ðåøàåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, à â ÷àñòíîì ñëó÷àå äà¼ò ñîëèòîííîå ðåøåíèå.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íå åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíàÿ ðåäóêöèÿ ê ÎÄÓ, âîò åù¼ äâå.

Â.Ý. Àäëåð. Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, âåñåííèé ñåìåñòð 2020



• Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (1) â âèäå u(x, t) = y(X)− ct, X = x− 3ct2. Èìååì

ut = −6cty′ − c, ux = y′, uxxx = y′′′.

Çäåñü t � ¾ëèøíÿÿ¿ ïåðåìåííàÿ, íî ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå îíà óäà÷íî ñîêðàùà-
åòñÿ:

−6cty′ − c = y′′′ + 6(y − ct)y′ ⇒ y′′′ + 6yy′ + c = 0 ⇒ y′′ + 3y2 + cX + c1 = 0.

Çäåñü ïîðÿäîê óäà¼òñÿ ïîíèçèòü ëèøü îäèí ðàç. Ïîñëå î÷åâèäíûõ ëèíåéíûõ çàìåí ïå-
ðåìåííûõ óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

w′′ = 6w2 + z. (3)

Ýòî ïåðâîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå (âñåãî èõ øåñòü, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èõ P1�P6).

Ìîæíî ÷èñëåííî ðåøèòü óðàâíåíèå
äëÿ y(X) è ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé
ãðàôèê äëÿ u(x, t). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðè ýòîì â ðåøåíèè îáÿçàòåëüíî áóäåò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïîëþñíàÿ îñî-
áåííîñòü íà îñè X, òàê ÷òî u áóäåò
èìåòü ïîëþñ, äâèãàþùèéñÿ ïî ïàðàáî-
ëå x− 3ct2 = X0. Òåì íå ìåíåå, ðåøåíèå
âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî èíòåðåñíî.



• Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (1) â âèäå u(x, t) = t−2/3y(X), X = t−1/3x. Òîãäà

ut = −2

3
t−5/3y − 1

3
t−2xy′, ux = t−1y′, uxxx = t−5/3y′′′.

Îïÿòü, ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå ¾ëèøíÿÿ¿ t ñîêðàùàåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

y′′′ + 6yy′ +
1

3
(Xy′ + 2y) = 0.

Ïîðÿäîê òîæå ïîíèæàåòñÿ äî 2, íî ìåíåå î÷åâèäíûì ñïîñîáîì, ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ìèóðû −u = vx+v2. Îíî ñâÿçûâàåò (1) c óðàâíåíèåì ìÊäÔ vt = vxxx−6v2vx. Ïðè
ðåäóêöèè èìååì v(x, t) = t−1/3q(X), ïðè ýòîì −y = q′+ q2, à q óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

q′′′ − 6q2q′ +
1

3
(Xq′ + q) = 0 ⇒ q′′ = 2q3 − 1

3
Xq + c.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ðàñòÿæåíèÿ, ýòî óðàâíåíèå P2

w′′ = 2w3 + zw + a. (4)

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâà-
þò, ÷òî ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ äëÿ
y(X) åñòü êàê ïîëþñíûå, òàê è ðåãó-
ëÿðíûå ïðè âåùåñòâåííûõ X. Îäíàêî,
â äàííîì ñëó÷àå îñîáåííîñòü çàøèòà â
ñàìîé ïîäñòàíîâêå y → u, òàê ÷òî ðåøå-
íèå âñåãäà èìååò îñîáåííîñòü íà ïðÿìîé
t = 0. Íà ñëåäóþùåì ãðàôèêå èçîáðà-
æåíî òèïè÷íîå ðåøåíèå ïðè t > 0.1.



Ñïðàâêà

Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå áûëè îòêðûòû â íà÷àëå XX âåêà â ðàìêàõ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
ÎÄÓ, ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèé, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: îáùåå ðåøåíèå, êàê
ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w(z), íå äîëæíî èìåòü ïîäâèæíûõ (òî åñòü, çàâè-
ñÿùèõ îò âûáîðà íà÷àëüíûõ äàííûõ) ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê. Ïîäâèæíûå ïîëþñû
äîïóñêàþòñÿ. Íàïðèìåð, ó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P1 åñòü åäèíñòâåííàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ñó-
ùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà z =∞, à âñå îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè âèäà

w(z) =
1

(z − z0)2
+ . . . .

Ôîðìàëüíî, â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâëÿÿ ðÿä Ëîðàíà ñ òàêèì íà÷àëüíûì ÷ëåíîì
â óðàâíåíèå (3). Ïîïðîáóéòå ñäåëàòü ýòî è ïîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà ñîäåðæàò,
êðîìå z0, åùå îäíó ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà (òî åñòü, ìîæíî ïîâåðèòü, ÷òî òàêîé ðÿä ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü îáùåå ðåøåíèå).
Ýòî ëèøü ïåðâûé øàã â äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà Ïåíëåâå � íóæíî åùå äîêàçàòü, ÷òî ðÿä
ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè è, ÷òî ïðè åãî ïðîäîëæåíèè çà åå ïðåäåëû íå âîçíèêàåò
ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê, êðîìå z = ∞. Ýòî ÷èñòàÿ ïðàâäà, íî âûõîäÿùàÿ çà ðàìêè
íàøåãî êóðñà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ðàçëîæåíèå â ïîëþñå íà÷èíàåòñÿ òàê æå,
êàê äëÿ P1, íî ãëîáàëüíàÿ êàðòèíà èíàÿ: äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëþñû îáðàçóþò
ðåãóëÿðíóþ äâóìåðíóþ ðåøåòêó, à â ñëó÷àå P1 ðåøåòêà äåôîðìèðîâàíà è åå îïèñàíèå
ïðåäñòàâëÿåò íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó.

Â ðåçóëüòàòå êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Ïå-
íëåâå, áûë ïîëó÷åí ñïèñîê èç 50 óðàâíåíèé. Èç íèõ áîëüøèíñòâî ðåøàþòñÿ â ýëåìåíòàð-
íûõ èëè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, êàê â óðàâíåíèè (2), èëè ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì óðàâ-
íåíèÿì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà (íàïðèìåð, Áåññåëÿ, Ýðìèòà, Ëåæàíäðà è ò.ä.). Ëèøü
øåñòü óðàâíåíèé íå ñâîäÿòñÿ ê ÷åìó-òî áîëåå ïðîñòîìó è îïðåäåëÿþò íîâûå ñïåöôóíê-



öèè � òðàíñöåíäåíòû Ïåíëåâå (ñ îãîâîðêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ âñå æå ìîãóò óïðîùàòüñÿ).

Äëÿ òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì çàìå÷àòåëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ÎÄÓ ñî ñâîéñòâîì Ïåíëåâå ïîñòîÿííî âîçíèêàþò â êà÷åñòâå ðåäóêöèé, ïîäîáíûõ ðàñ-
ñìîòðåííûì âûøå, òî åñòü, ýòî íå ñëó÷àéíîå ñîâïàäåíèå. Ìîæíî äàæå èñïîëüçîâàòü
ýòî ñâîéñòâî â êà÷åñòâå äåòåêòîðà èíòåãðèðóåìîñòè (òàê íàçûâàåìûé òåñò Ïåíëåâå), íî
ìû íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ. Óïîìÿíåì òîëüêî, ÷òî âïåðâûå ñâîéñòâî Ïåíëå-
âå èñïîëüçîâàëîñü Êîâàëåâñêîé ïðè àíàëèçå óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà, îïèñûâàþùèõ
âðàùåíèå òâ¼ðäîãî òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè, â ðåçóëüòàòå
áûë íàéäåí íîâûé èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé � âîë÷îê Êîâàëåâñêîé (1880).

Âñåì ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåíî ìíîãî òîëñòûõ êíèæåê, ñì. íàïð.:

[1] V.I. Gromak, I. Laine, S. Shimomura. Painlev�e di�erential equations in the complex plane. Berlin:
Walter de Gruyter, 2002.

[2] R. Conte, M. Musette. The Painlev�e handbook. Springer, 2008.



Êëàññè÷åñêèå ñèììåòðèè è àâòîìîäåëüíîñòü

Âîçíèêàåò çàêîííûé âîïðîñ � îòêóäà âçÿëèñü ýòè ðåäóêöèè, êàê äî íèõ äîãàäàòüñÿ? È
åñòü ëè åùå äðóãèå ïîäîáíîãî òèïà? Äàâàéòå ðàçáèðàòüñÿ. Ðàíåå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî íà
ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ ÊäÔ (1) äåéñòâóåò ãðóïïà òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäåííàÿ
ñëåäóþùèìè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè:

u(x, t) = ũ(x+ a, t), ñäâèã ïî x,

u(x, t) = ũ(x, t+ a), ñäâèã ïî t,

u(x, t) = ũ(x+ 6at, t) + a, ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ,

u(x, t) = c2ũ(cx, c3t), c = ea, ðàñòÿæåíèå.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðåøåíèå áûëî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîé ïîäãðóïïû (íå îáÿçàòåëüíî áàçèñíîé). Òîãäà îíî áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ôóíê-
öèþ îò îäíîé ïåðåìåííîé, à èìåííî, îò èíâàðèàíòà äàííîé ïîäãðóïïû. Ïðè ïîäñòàíîâêå
â èñõîäíîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò ÎÄÓ íà ýòó ôóíêöèþ, ýòî èìåííî òî, ÷òî íàì íàäî.

• Íàïðèìåð, ïóñòü u íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãàõ x. Òîãäà ýòî ôóíêöèÿ òîëüêî îò ïåðå-
ìåííîé t, êîòîðàÿ ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.
Ïîëó÷àåì ðåäóêöèþ u(x, t) = y(t), è óðàâíåíèå y′ = 0 íà ôóíêöèþ y. Ýòî íå î÷åíü èí-
òåðåñíî. Àíàëîãè÷íî, åñëè u íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãàõ t, òî u = y(x) è y′′′ + 6yy′ = 0
(ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå). Áîëåå îáùèé îòâåò ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìîòðåâ êîìïîçèöèþ
ýòèõ ñäâèãîâ:

ũ(x, t) = u(x+ ca, t+ a), c = const .

Â ýòîì ñëó÷àå èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ x− ct è u = y(x− ct), ÷òî è ïðèâîäèò ê ðåäóêöèè
â âèäå áåãóùåé âîëíû (2).



• Ðåäóêöèÿ ê P1 ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âçÿòü êîìïîçèöèþ ñäâèãà ïî t è ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ãàëèëåÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ

u(x, t) = u(x+ 6at+ 3a2/c, t+ a/c) + a, c = const .

Çäåñü, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ x − 3ct2 è u + ct. Ýòî è äàåò
ðåäóêöèþ u = y(x− 3ct2)− ct.

• Â ñëó÷àå ïîäãðóïïû ðàñòÿæåíèé èìååì èíâàðèàíòû t−1/3x, t2/3u, ÷òî äàåò ðåäóê-
öèþ u = t−2/3y(t−1/3x). Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñàìîïîäîáíûìè (self-similar) èëè
àâòîìîäåëüíûìè (â ðàñøèðåííîì ñìûñëå, îáà òåðìèíà èñïîëüçóþòñÿ è äëÿ äðóãèõ èí-
âàðèàíòíûõ ðåøåíèé).

Àêêóðàòíî ïåðåáèðàÿ âñåâîçìîæíûå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû, ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî â ñëó÷àå ÊäÔ äðóãèõ ñîäåðæàòåëüíûõ ðåäóêöèé íåò. Òåõíè÷åñêè, óäîáíåå ýòî
äåëàòü íå íà óðîâíå ãðóïïû òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à íà óðîâíå ñîîòâåòñòâóþùåé
àëãåáðû Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé (êàê ýòî äåëàåòñÿ, äîëæíî áûòü ïðèìåðíî ïîíÿòíî èç ñëå-
äóþùåãî ðàçäåëà). Îäíàêî, ìû íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ êëàññè÷åñêèìè ñèììåòðèÿìè ìîæíî
íàéòè â ñëåäóþùèõ êíèãàõ:

[3] Ë.Â. Îâñÿííèêîâ. Ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ì.: Íàóêà, 1978.

[4] Í.Õ. Èáðàãèìîâ. Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ì.: Íàóêà, 1983.

[5] Ï. Îëâåð. Ïðèëîæåíèÿ ãðóïï Ëè ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ì.: Ìèð, 1989.



Äîïîëíèòåëüíàÿ ÷àñòü èåðàðõèè ÊäÔ

Êëàññè÷åñêèå ñèììåòðèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåìíîãî ïî äðóãîìó. Âìåñòî ãðóïïîâûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü îòâå÷àþùèå èì ñèììåòðèè:

ut1 = ux, ñäâèã ïî x,

ut = uxxx + 6uux, ñäâèã ïî t, òî åñòü ñàìî óðàâíåíèå ÊäÔ,

uT1
= 3tux + 1/2, ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ,

uT3
= 3t(uxxx + 6uux) + xu1 + 2u, ðàñòÿæåíèå

(íàïîìíèì, ÷òî ìû èõ âûâîäèëè â 06_KdV higher symmetries.nb). Ýâîëþöèîííûå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ Dt1 è Dt3 ýòî ïåðâûå äâà ÷ëåíà èåðàðõèè ÊäÔ è, êàê ìû çíàåì, ëþáîå
ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå

ut2n+1
+ c1ut2n−1

+ · · ·+ cnut1 = 0

îïðåäåëÿåò ÎÄÓ, ñîâìåñòíî ñ ÊäÔ. Íî DT1
è DT3

� ýòî òîæå ñèììåòðèè ÊäÔ, íè÷óòü íå
õóæå äðóãèõ, è èõ òîæå ìîæíî äîáàâèòü â ýòó ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ. Òîæå ïîëó÷èòñÿ
ÎÄÓ, ñîâìåñòíîå ñ ÊäÔ, ïðàâäà íåàâòîíîìíîå.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 1, òî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

a(uxxx + 6uux) + bux + c(3t(uxxx + 6uux) + xu1 + 2u) + d(6tux + 1) = 0.

Çäåñü íå âñå ïàðàìåòðû ñóùåñòâåííû, òàê êàê èõ ìîæíî óáèðàòü ïðè ïîìîùè ñàìèõ
òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íàïðèìåð, åñëè c 6= 0, òî ïàðàìåòð a ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì
0, ñäåëàâ çàìåíó t → t − a/(3c). Íåìíîãî ïîâîçèâøèñü, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â êîíöå
êîíöîâ âñå ñâîäèòñÿ ê òåì òðåì ñëó÷àÿì, ÷òî ìû ðàññìîòðåëè ðàíüøå, òî åñòü, ê áåãóùèì
âîëíàì, P1 è P2.



Ïðè n > 1 äîáàâëåíèå â ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ÷ëåíîâ uT1 è uT3 ïðèâîäèò ê íåàâòî-
íîìíîìó ÎÄÓ ïîðÿäêà 2n+ 1. Ýòî òàê íàçûâàåìûå âûñøèå àíàëîãè P1 è P2 (èçâåñòíûå
òàêæå êàê �ñòðóííûå� óðàâíåíèÿ, ÷òî áû ýòî íè îçíà÷àëî). Ó íèõ ïîðÿäîê ïîíèæàåòñÿ
òîëüêî íà åäèíèöó, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè àâòîíîìíûõ ñèììåòðèé. Òàêîå
óõóäøåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî DT1

è DT3
êîììóòèðóþò ñ Dt, íî íå êîììóòèðóþò ñ îñòàëü-

íûìè Dt2n+1 , ïîýòîìó âñå ñèììåòðèè äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïðîïàäàþò.

Ýòî åùå íå âñå. Âñïîìíèì, ÷òî ó íàñ åñòü îïåðàòîð ðåêóðñèè R = D2
x + 4u+ 2u1D

−1
x ,

êîòîðûé ïåðåâîäèò ñèììåòðèþ ÊäÔ â ñèììåòðèþ (î÷åâèäíî, áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà).
Â ÷àñòíîñòè,

ut3 = R(u1) = u3 + 6uu1,

ut5 = R(ut3) = (u4 + 10uu2 + 5u21 + 10u3)x, . . .

ut2n+1 = R(ut2n−1), . . . ,

ãäå ìû ïåðåøëè íà èíäåêñíîå îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîäíûõ. Íó, à ÷òî áóäåò, åñëè ïðèìåíèòü
åãî ê DT1

è DT3
?

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî

uT3
= R(uT1

),

uT5 = R(uT3) = 3tut5 + xut3 + 4u2 + 8u2 + 2u1D
−1
x (u).

Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé ÊäÔ, òî åñòü
[Dt, DT5

] = 0 (äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî (ut)τ5 = (uτ5)t äëÿ ïåðåêðåñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ). Íåëîêàëüíûé ÷ëåí D−1x (u) íóæíî ïîíèìàòü êàê èíòåãðàë îò u, òî åñòü, ýòî
òàêàÿ ïåðåìåííàÿ q, ÷òî qx = u. Åå ìîæíî òàêæå äèôôåðåíöèðîâàòü è ïî t, ïåðåñòàâëÿÿ
D−1x è Dt, ÷òî äàåò qt = u2 + 3u2.



Ïîëó÷èëñÿ çàáàâíûé îáúåêò � íåêîììóòàòèâíàÿ, íåàâòîíîìíàÿ è íåëîêàëüíàÿ ñèì-
ìåòðèÿ ÊäÔ. Ðàçóìååòñÿ, ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü, ïî ôîðìóëå uT2n+1

= R(uT2n−1
),

÷òî ïîðîæäàåò äîïîëíèòåëüíóþ ÷àñòü èåðàðõèè ÊäÔ. Âñå ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèì-
ìåòðèÿìè ÊäÔ, íî íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì è îñòàëüíûìè ñèììåòðèÿìè. Ïðè
ýòîì êîììóòàòèâíîñòü èìåííî ñ Dt âûçâàíà òåì, ÷òî â óðàâíåíèå âõîäèò ÷ëåí ñ t. ×òîáû
ñäåëàòü âñå âðåìåíà ðàâíîïðàâíûìè, óäîáíî åãî óáðàòü è ðàññìîòðåòü äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ

uτ2n+1
=

1

2
Rn(1). (5)

Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû. Ïåðå÷èñëèì,
áåç äîêàçàòåëüñòâà, íåñêîëüñòâî ñâîéñòâ:

� íà êàæäîì øàãå â íîâîå óðàâíåíèå âõîäèò íîâàÿ íåëîêàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, à èìåí-
íî, D−1(ρn), ãäå ρn � ïëîòíîñòè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ÊäÔ;

� àëãåáðà Ëè âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé Dt2n+1 è Dτ2n+1 èçîìîðôíà àëãåáðå Ëè

[λn, λm] = 0, [λn∂λ, λ
m] = mλm+n−1, [λn∂λ, λ

m∂λ] = (m− n)λm+n−1∂λ,

ïðè îòîæäåñòâëåíèè Dt2n+1
7→ λn è Dτ2n+1

7→ λn d
dλ ;

� â ÷àñòíîñòè, âñþ îñíîâíóþ ÷àñòü èåðàðõèè ut2n+1
ìîæíî ïîñòðîèòü, íà÷àâ ñ ut1 = u1

è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ êîììóòàòîð ñ

uτ3 = x(u3 + 6uu1) + 4u2 + 8u2 + 2u1D
−1
x (u)

(ñì. âû÷èñëåíèå â 06_KdV higher symmetries.nb). Òàêèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èã-
ðàþùèå, ïî ñóùåñòâó, ðîëü îïåðàòîðà ðåêóðñèè, íàçûâàþòñÿ ìàñòåð-ñèììåòðèÿìè;



� óðàâíåíèÿ (5) äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû âèäà

Ψx = UΨ, Ψτ2n+1 + λnΨλ = V (n)Ψ ⇒ Uτ2n+1 + λnUλ = V (n)
x + [V (n), U ],

÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ïåðåìåííûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé
îò τ2n+1 ñîãëàñíî óðàâíåíèþ λτ2n+1 = λn. Ìàòðèöà U â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ÊäÔ,
åñòåñòâåííî, òà æå ñàìàÿ, ÷òî è ðàíüøå, òî åñòü, ïî ïðåæíåìó ðàññìàòðèâàåòñÿ
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ψxx + (u + λ)ψ = 0. Ìàòðèöû V (n) � ìíîãî÷ëåíû ïî λ,
íàõîäÿòñÿ ðåêóððåíòíî.

Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà óðàâíåíèé (5), à òàêæå ñâÿçàííûõ ñ íèìè ñòàöèîíàðíûõ
óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé èçó÷åíû ãîðàçäî õóæå. Êàê ìû âèäåëè, äàæå â ïðîñòåéøèõ
ñëó÷àÿõ ýòî êàêèå-òî óðàâíåíèÿ òèïà Ïåíëåâå, äëÿ íèõ åñòü ðåçóëüòàòû îïèñûâàþùèå
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Îäíàêî, äëÿ óðàâíåíèé ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ çäåñü îñòàåòñÿ
ìíîæåñòâî îòêðûòûõ çàäà÷.
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